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Объект исследования –оптимальные итерационные процессы.

Цель работы – рассмотреть итерационные методы и  общий подход к оптимизации стационарных итерационных методов с точки зрения их асимптотического поведения.

Методы – итерационные методы первого порядка, итерационные методы второго порядка, простейший итерационный метод, метод последовательной верхней релаксации, чебышевский итерационный метод, метод минимальных невязок, Метод сопряженных градиентов, методы Ньютона, метод Зейделя.
      Итерационные методы являются самым мощным классом методов уточнения корней уравнений. Их достоинство состоит в том, что основная идея является универсальной при прибли​женном решении уравнений многих классов. Итерационные методы позволяют получить решение системы с заранее определенной погрешностью.
Степень внедрения и область применения – итерационные методы используют для решения уравнений и систем линейных алгебраических уравнений. 
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ВВЕДЕНИЕ
Решение стационарных задач математической физики представляет собой более или менее самостоятельный раздел вычислительной математики, хотя решение многих стационарных задач с положительными операторами можно рассматривать как предельное при [image: image2.png]t — oo



 решение нестационарной задачи. При решении стационарных задач методами асимптотического стационирования мы не обращаем внимания на промежуточные значения решения, поскольку они не представляют интереса, тогда как при решении нестационарных задач эти промежуточные значения имеют физический смысл. Вообще говоря, именно в этом состоит единство и различие этих классов задач. Проиллюстрируем сказанное на примере. 

Пусть имеется задача
[image: image3.png]



где  [image: image5.png]A>0,0cAuf €eF.




Вместо этой задачи рассмотрим нестационарную
[image: image6.png]@JrATIJ:f,
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Представим [image: image9.png]o, Yuf



 в виде 
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где [image: image12.png]=Lu, AW,




[image: image13.png]0, = (o, u;), ¥, = Wuw), f,, = (L),




а [image: image15.png](w,}



 и [image: image17.png]()



 — биортогональный базис. Тогда известными приемами приходим к задачам для коэффициентов Фурье: 
[image: image18.png]Ay, = [,




с одной стороны, и

[image: image19.png]0Yn _ _
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с другой. Решая эти задачи, получим
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В предположении вещественности спектра оператора A имеем [image: image22.png]L, >0(Mnm=12..)



. Отсюда следует, что [image: image24.png]


 [image: image26.png]


  Если оператор стационарной задачи имеет спектр произвольной структуры, то в этом случае такой простой и прозрачной связи между решениями задач уже может не быть. 


Разумеется, нестационарную задачу для новой функции [image: image28.png]


 можно решать разностными методами по t, например
[image: image29.png]1p}'+1
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Тогда [image: image31.png]Pyt =1
Jj_
(ayY’ - f).



                                    


Если нашей целью является решение стационарной задачи, то при определенном соотношении между τ  и β(A) имеем
[image: image32.png]1i J =
lim 3/ = ¢.
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Параметр τ может быть величиной как не зависящей, так и зависящей от j. Во всяком случае, при решении стационарной задачи j удобно считать номером шага не временного, а итерационного. Здесь имеет место еще одна особенность: в нестационарных  задачах для обеспечения точности решения значения τ должны быть достаточно малы, в стационарных же— оптимальные итерационные параметры τ выбираются из условия минимальности числа итераций и могут принимать относительно большие значения.
1 Общие понятия теории итерационных методов


В дальнейшем на протяжении всей главы мы будем считать, что оператором А является квадратная матрица. Следовательно, исходная задача предполагается  уже редуцированной к системе линейных алгебраических уравнении. При этом везде, за исключением 5, предполагается невырожденность матрицы А и всюду — вещественность участвующих векторов и матриц. Итак, пусть требуется решить систему
[image: image34.png]


                                                   (1.1)

где А—матрица, а f и φ – векторы. [2,c. 162]

Большинство итерационных методов, которые применяются для решения линейных систем, могут быть объединены общей формулой
[image: image36.png]


                                      (1.2)

где[image: image38.png]{

]



-последовательность невырожденных матриц, а [image: image40.png]{z;]



— последовательность вещественных параметров. Если ввести обозначение [image: image42.png]


, то процесс (1.2) можно записать в эквивалентном виде:
[image: image44.png]0/t =@ —H;(Ap’ — f).



                           (1.3)


Векторы [image: image46.png]& =Apl — f



 называются векторами невязок итерационного метода (1.2), а векторы [image: image48.png]Pl =@l — "
@l —@* (@ =AT1f



  — точное решение системы (1.1)) называются векторами ошибок этого метода. Вычитая из обеих частей соотношения (1.3) вектор [image: image50.png]


и делая замену f =A[image: image52.png]


, приходим к соотношению для последовательности векторов ошибок:
[image: image54.png]I =Ty,



                                               (1.4)

где матрица
[image: image56.png]


                                               (1.5)

называется оператором j-го шага итерационного метода (1.2). Умножая (1.4) на матрицу А, приходим к соотношению для последовательности векторов невязок
[image: image58.png]g+t = (E—H,)¥.



                                        (1.6)


Мы будем называть итерационный метод (1.2) сходящимся, если последовательность {[image: image60.png]


 } сходится к точному решению [image: image62.png]


системы (1.1) при любом начальном векторе, и расходящимся — в противном случае. Очевидно, что необходимым и достаточным условием сходимости итерационного метода (1.2) является сходимость последовательностей {[image: image64.png]wi



 } и {[image: image66.png]Ei



}  к нулевому вектору для любых [image: image68.png]


 и [image: image70.png]


(A[image: image72.png]P =¢&9



 . 


Итерационный метод (1.2) называется стационарным, если матрица [image: image74.png]


 не зависит от номера итерации (оператор [image: image76.png]


 является постоянной матрицей), и нестационарным — в противном случае. Особо мы выделим класс циклических итерационных методов, которые могут быть отнесены как к стационарным, так и к нестационарным итерационным методам.
Циклическими мы будем называть итерационные методы, которые обладают свойством [image: image78.png]H; = Hj,




  для любого j[image: image80.png]


 и некоторого фиксированного s[image: image82.png]


  Нетрудно видеть, что, объединяя каждые s последовательных итераций в одну, мы приходим к стационарному итерационному процессу вида где Н определяется из уравнения 
[image: image84.png]@/t
:(Pi* Hi
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                               (1.7)
 где 
[image: image85.wmf]H

~

 определяется из уравнения
[image: image87.png]E—HA=T[I5_XE — H;A).



                               (1.8)


С другой стороны, в первоначальной формулировке циклические итерационные методы относятся к нестационарным.
 
Одной из основных наших задач при исследовании итерационных методов будет проблема их оптимизации, т. е. выбор последовательности матриц [image: image89.png]{H;

]



  из заданного класса с целью получения более эффективного вычислительного процесса. Целевой функцией, которую при этом мы должны минимизировать, является общее число арифметических и логических действий, необходимых для нахождения решения задачи с заданной точностью 
[image: image90.wmf]e

>0. Полное решение сформулированной проблемы возможно лишь в исключительных случаях, поэтому на практике осуществляется минимизация некоторой функции
[image: image92.png]w({H;},¢),



                                            (1.9)

которая мажорирует сверху целевую функцию и в определенном смысле достаточно хорошо ее приближает. В предположении, что при любом Hj из заданного класса одна итерация метода (1.2) требует одно и то же число арифметических и логических действий W0, оказывается целесообразным определить W соотношением
[image: image94.png]W =W,N({H; }¢)



,                               (1.10)
где [image: image96.png]N({H }¢)



 итераций метода (1.2), достаточных для уменьшения некоторой нормы начальной ошибки [image: image98.png]


 в 
[image: image99.wmf]e

1

 раз. Иначе говоря, равно числу итераций метода (1.2), достаточных для решения системы (1.1) с точностью 
[image: image100.wmf]e

, если норма вектора ошибки [image: image102.png]


 равна единице. В дальнейшем на конкретных примерах мы покажем, как определяется функционал N и решается задача его минимизации.
2 Итерационные методы первого порядка

Начнём с построения экстремального полинома P(a1*;z) на множестве D, состоящем из двух точек z1 и z2 : 
[image: image1.png]t — oo




Пусть 
[image: image103.wmf],
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определим равенствами


[image: image105.wmf].

sin

sin

cos

,

cos

cos

sin

2

2

1

1

2

2

1

1

d

r

d

r

d

r

d

r

+

=

D

+

=

D

r

r

 [1, c. 63]
  Теорема 1.1

Экстремальным в классе полиномов P(a1;z), z
[image: image106.wmf]Î

D, является полином P(a1*;z), где


[image: image107.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image108.wmf])
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при этом  
[image: image111.wmf].
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Доказательство.
Проведём из середины отрезка t[z1,z2] прямую, перпендикулярную отрезку z1z2 и найдём точку пересечения этой прямой с единичной окружностью, ближайшую к точке 
[image: image112.wmf](

)

.

2

1

2

1

z

z

t

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

 Эта точка m(t) обеспечит равенство 
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 Для этого составим уравнение
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В развернутом виде это уравнение запишется следующим образом: 

[image: image115.wmf](
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)

(

)

.

1

sin

4

2

sin

sin

sin

2

cos

cos

cos

2

2

2

2

2

2

1

1

2

2

1

1

=

+

+

+

=

+

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

s

trs

r

t

s

ts

d

p

s

d

r

d

r

p

s

d

r

d

r


Решая последнее уравнение относительно s, получаем
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В случае,если cos δ=0, s определяется равенством
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и, следовательно,
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Пусть 
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  Очевидно, что минимум функции R(t) достигается при 
[image: image124.wmf].
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  В общем случае 
[image: image125.wmf]
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  Для нахождения минимального значения R(t) найдём производную 
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  Найдем критические точки функции R2(t); для этого приравняем производную к нулю и приведём полученное уравнение к виду:


[image: image129.wmf].

4

2

2

ht

c

bt

at

-

=

-


  После возведения обеих частей полученного уравнения в квадрат, получаем:
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то есть                        
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  Убедимся, что выполняется неравенство 
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на a2b+h2 получаем, что
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  Кроме того, 
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  Таким образом, точка на единичной окружности, в которой выполняется условие
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 при минимальном значении R(t*), определяется равенством: 
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и, следовательно, поворот на 
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  Заметим, что две точки z1 и   z2 формируют круг зависимости Q с центром в точке t-1*R(t*) и радиусом p=t-1*R(t*), обладающим тем свойством, что любое подмножество M, для которого {z1,z2}
[image: image142.wmf]Í

 M
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Q имеет тот же самый экстремальный полином. 

Теорема 1.2
Полином P(a*1;z), где 
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Доказательство.

Пусть 
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то в силу принципа максимума модуля аналитической функции на границе круга D выражение
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Ясно, что минимум данного выражения по α при фиксированном 
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А так как минимум по h достигается при h=R-1, то окончательно получаем (1.2).

Пусть теперь D представляет собой объединение двух кругов
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Теорема 1.3

Пусть 
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  При этом 
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Доказательство.

Применяя неравенство (1.3), получаем
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При фиксированном h>0 значение каждого из выражений (2.6) определяется величиной 
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достигается при выполнении условия (1.4). Таким образом, при фиксированном h>0
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Точку h*, в которой достигается минимум функции g(h), найдём, приравнивая производную 
[image: image168.wmf]dh

h

dg

)

(

 к нулю:


[image: image169.wmf].

0

2

cos

2

1

2

cos

)

(

2

1

2

2

2

1

2

1

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

=

-

R

h

hR

R

hR

r

dh

h

dg

j

j

j

j


Решая относительно h уравнение
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получаем
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Таким образом, 
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то есть справедливо равенство (2.5).

Теорема 1.4
Пусть спектр линейного ограниченного оператора A:E
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Тогда последовательные приближения 
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где 
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Доказательство.

Заметим, что при выполнении условий теоремы
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так что в силу теоремы об отображении спектра, спектральный радиус оператора 
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Оценка (2.7) скорости сходимости приближений {xk} к решению 
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 и в которой норма оператора А не будет превосходить величины 
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3 Итерационные методы второго порядка.

Возможностей описанного и реализованного итерационного метода первого порядка для построения экстремальных полиномов при изучении методов второго порядка уже недостаточно. В связи с этим воспользуемся критерием характеризации элемента наилучшего приближения точки х банахова пространства Е элементами подпространства 
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—аннулятор G, а 
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В дальнейшем данное утверждение будем называть критерием Иоффе-Тихомирова.

Предположим, что областью определения D полинома второго порядка 
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Точку a+hi обозначим z3. Всюду в дальнейшем предполагается выполненным условие
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Условие (1.8) обеспечивает выполнение неравенства
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где 
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4 Некоторые итерационные методы и их оптимизация
4.1 Простейший итерационный метод

Пусть матрица А системы
[image: image209.png]


                                                    (4.1)

симметрична, положительно определена и известны границы ее спектра β=β(A)≥[image: image211.png]a=a(A) > 0.



 Для решения этой системы применим итерационный метод
[image: image213.png]@/t
= (Pi*
(4@’ — f)



                                   (4.2)

с некоторым начальным вектором [image: image215.png]


 и вещественным параметром 
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. [2, c. 165]


Для векторов ошибок [image: image218.png]wi



 этого метода выполняется соотношение 
[image: image220.png]it =
T,



                                                         (4.3)

где
[image: image222.png]E—1A



                                               (4.4)
— оператор шага.

Обозначим через  
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 — полную ортонормированнyю систему соответствующих собственных векторов А. Тогда, разлагая векторы {
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,
и используя (2.3), получим 
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Отсюда следует, что для сходимости к нулю коэффициентов [image: image232.png]


  при [image: image234.png]j— o



   и любом [image: image236.png]


 необходимо и достаточно выполнение неравенств
[image: image237.png][1—14,| < 1,




а для сходимости к нулю евклидовой нормы вектора 
[image: image238.wmf]j
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:
[image: image239.png]1, = .07 - [g(w,{)z]%.




необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство
[image: image241.png]qg(7) = B(T.) = max, |1 — tA,| < 1.



                               (4.5)

Исследуем величину q(
[image: image242.wmf]t

). Рассматривая систему неравенств
[image: image244.png]—1<1—11, <1,



  [image: image246.png]A1, € [a,p],




которая эквивалентна неравенству (4.5), приходим к выводу, что (4.5) будет выполняться только в случае
[image: image248.png]0 <7< min, —=>
n 5
A, B



                                            (4.6)

т. е. при τ[image: image250.png]€ (0,2/8)



. Таким образом, для определения области изменения значений 
[image: image251.wmf]t

, при которых метод (4.2) сходится, нам достаточно знать либо величину 
[image: image252.wmf]b

, либо оценку сверху этой величины. 


Перейдем к изучению проблемы оптимизации метода  (4.2). Используя неравенство
[image: image254.png]711, < 711,10l



                                             (4.7)

где в силу симметричности Т
[image: image255.wmf]t


 [image: image257.png]71, = BTV = [q(D)



,                                    (4.8)
нетрудно видеть, что для уменьшения [image: image259.png]1O,



, в [image: image261.png]


 ([image: image263.png]<1



) раз достаточно провести N итераций, где N определяется из уравнения 
  [image: image265.png]TN, = €



                                                        (4.9)

Отсюда, учитывая (4.8), получим
[image: image267.png]- [ln;:(i)l]



                                              (4.10)

    Так как число арифметических и логических действий [image: image269.png]


 на одну итерацию метода (4.2) не зависит от значения 
[image: image270.wmf]t

, то функционал W из (4.10) в данном случае определяется соотношением 

[image: image272.png]W =W ([ + 1),




                                      (4.11)


Здесь предполагается, что [image: image274.png]T €(0,2/R)



. Теперь легко видеть, что проблема оптимизации (минимизации W по 
[image: image275.wmf]t

) сводится к минимизации по [image: image277.png]T €(0,2/R)



 функции q(
[image: image278.wmf]t

). Решим эту задачу. 

    Простейший анализ показывает, что
[image: image280.png]g(7) = max{|1 — ta|, |1 — 78]},



                        (4.12)

а оптимальное значение 
[image: image281.wmf]t

 является решением уравнения
[image: image282.png]1 -t,..0)

1— 7,0




и вычисляется по формуле
[image: image284.png]Tonr =

Bia



                                                      (4.13)

Подставляя это значение 
[image: image285.wmf]t

 в (2.12), получим
[image: image287.png]Qonr =

q(Tomr) =



                                (4.14)

где величина
 [image: image289.png]pEp(A)zg



                                              (4.15)

называется числом обусловленности симметричной и положительно определенной матрицы А.

Введем дополнительно величину
[image: image291.png]R(T.) = —Inq(7)



,                                                (4.16)

которую будем называть асимптотической скоростью сходимости метода (4.2). Очевидно, что [image: image293.png]R™N(T)



 равно числу итераций, достаточных, а при произвольном [image: image295.png]


 также необходимых для уменьшения [image: image297.png]1O,



 в 
[image: image298.wmf]e

 раз, где 
[image: image299.wmf]e

=2,7... — основание натуральных логарифмов. Асимптотическая скорость сходимости оказывается удобным критерием для сравнения различных методов, когда вопрос о числе арифметических и логических действий на итерацию не обсуждается. С учетом введенной величины (4.11) принимает вид
[image: image301.png]w =W (5] + 1)




                                         (4.17)

    В заключение остановимся на случае плохо обусловленных матриц, т. е. когда р>>1. Учитывая, что при р>>1
[image: image303.png]


                                                    (4.18)

Получаем
 [image: image305.png]R(T) ~ 2



                                                          (4.19)

и, следовательно,
 [image: image307.png]W ~ Wollnslg.



                                                 (4.20)

   Подобный анализ оказывается очень удобным с точки зрения качественного сравнения различных методов в случае плохо обусловленных матриц.
4.2 Сходимость и оптимизация стационарных итерационных методов
    В предыдущем пункте было показано, что необходимым и достаточным условием сходимости итерационного метода (4.2) для любого начального приближения 
[image: image308.wmf]j

° является выполнение неравенства
[image: image310.png]B(T)max, |1,(T)| < 1,



                                          (4.21)

где [image: image312.png]A, (T)



— собственные числа оператора шага Т. Сейчас мы докажем, что выполнение неравенства (2.21) является необходимым и достаточным условием сходимости стационарного метода
[image: image313.png]@/t
:(Pi*
H(A@? —f)




с оператором шага

Т=Е-НА,

 являющимся постоянной матрицей.
    Пусть
[image: image314.png]J1 0.0
0J, .0
00 ../,

] =





— нормальная жорданова форма матрицы Т (т. е. [image: image316.png]T =551



, где столбцами матрицы 5 являются собственные и корневые векторы матрицы Т) с клетками Жордана
[image: image317.png]



порядка 
[image: image318.wmf]1

k

i

³

, которые соответствуют собственным числам [image: image320.png](D), i




 Тогда, так как
[image: image321.png]J = 77
) =TIy = 55 YO




где {
[image: image322.wmf]i

y

} — векторы ошибок, нетрудно видеть, что необходимым и достаточным условием сходимости стационарного итерационного метода является сходимость матриц 
[image: image323.wmf]i

T

 (и, следовательно, матриц Ji) к нулевой матрице при [image: image325.png]j— o



. Последнее выполняется только в том случае, если для любого i (
[image: image326.wmf]l

i

£

£

1

) матрицы Jii сходятся к нулевой матрице при [image: image328.png]j— o



.
    Таким образом, для доказательства сформулированного утверждения о необходимом и достаточном условии сходимости стационарного итерационного метода нам достаточно показать, что матрицы Jii сходятся к нулевым матрицам при 
[image: image329.wmf]¥

®

j

 только в случае 
[image: image330.wmf]i

l

<1. Обозначим через 
[image: image331.wmf](

)

j

S

a

 элементы матрицы Jii.

Тогда путем непосредственного перемножения матриц нетрудно показать, что
[image: image332.png]j=k;—1




[image: image333.png]



где
[image: image334.png]CF,s:j(j—l)...(j—tJrHl)
7 (t—3s)!




суть биномиальные коэффициенты. Иначе говоря,
[image: image335.png]



для всех [image: image337.png]j=k;—1



 и 
[image: image338.wmf]l

i

£

£

1

. С помощью элементарных выкладок легко показать, что 
[image: image339.wmf](

)

j
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a

 стремятся к нулю для всех 
[image: image340.wmf]s

£

1

, 
[image: image341.wmf]i

k

t

£

 при 
[image: image342.wmf]¥

®

j

 (соответственно [image: image344.png]/J



 сходятся к нулевой матрице) только в случае 
[image: image345.wmf]i

l

<1. Утверждение доказано. Известно, что этот результат справедлив для любого стационарного итерационного метода. 

 
В настоящем пункте мы рассмотрим общий подход к оптимизации стационарных итерационных методов с точки зрения их асимптотического поведения. Для этого нам потребуется известный факт из функционального анализа, который в случае матриц формулируется следующим образом.

Для любой квадратной матрицы Т и любой матричной нормы  
[image: image346.wmf]×

 выполняется равенство
[image: image348.png]1/k
limy _,oo|| 7|

= B(T).



                                            (4.22)

Предположим теперь, что матрица 
[image: image349.wmf]t

H

 стационарного итерационного метода
[image: image351.png]0/t =@l —H (Ap’ —f)



                                         (4.23)

зависит от параметров 
[image: image352.wmf]s

t

t

t
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K

. Тогда, если независимо от значений параметров каждая итерация метода требует одного и того же числа арифметических и логических действий [image: image354.png]


, то, согласно предыдущему (см. 2.1), проблема оптимизации метода (4.23) заключается в минимизации по 
[image: image355.wmf]s
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 функции 

[image: image357.png]W =W,N(H,,¢),



                                             (4.24) 
где [image: image359.png]N(H, ¢)



—число итераций, достаточных для уменьшения некоторой нормы вектора ошибки [image: image361.png]


 в 1/
[image: image362.wmf]e

 раз.   Так как 

[image: image364.png]7 1l < 172 1ol



                                         (4.25)

где 
[image: image365.wmf]A

H

E

T

t

t

-

=

, а 
[image: image366.wmf]×

— некоторая норма, то уравнение для определения зависимости N от 
[image: image367.wmf]t

H

 и е имеет вид   

            [image: image369.png]1N =




                                            (4.26)
Очевидно, что точное решение этого уравнения можно получать лишь в исключительных случаях, как это было, например, сделано в 4.1. Поэтому в конкретных ситуациях нужно ставить вопрос о его приближенном решении при тех или иных дополнительных предположениях. 

    Одним из возможных путей приближенного отыскания зависимости N от 
[image: image370.wmf]t

H

 и 
[image: image371.wmf]e

 является асимптотический подход; именно, если предположить, что 
[image: image372.wmf]1

£

e

 и, соответственно, N
[image: image373.wmf]³

1, то из сформулированной выше теоремы будет следовать, что
[image: image374.png]1N = e ~ g,




[image: image376.png]N(Hy ) ~

Ine|
R(T,)



                                               (4.27)

где [image: image378.png]R(T.) = —InB(T,)



 — асимптотическая скорость сходимости (4.23). Таким образом, функцию W можно определить соотношением 
[image: image380.png]


                                                (4.28)

Заметим, что (4.17) является частным случаем (4.28). 

    Из полученной формулы (4.28) следует, что при сделанных предположениях проблема оптимизации метода (4.23) заключается в максимизации R(
[image: image381.wmf]t

T

) (минимизации 
[image: image382.wmf](
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T

) по тем параметрам 
[image: image383.wmf]s
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, для которых  
[image: image384.wmf](

)
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<1. 

    Остановимся кратко на циклических итерационных методах  с периодом 
[image: image385.wmf]1

³

s

. Как уже было показано в 1, циклический итерационный метод может быть приведен к обычному стационарному итерационному методу (4.7) с оператором шага
[image: image387.png]TIE23(E — H;4).



                                     (4.29)
Предполагая, что каждая итерация метода требует sW0  арифметических и логических действий, где [image: image389.png]


— аналогичная величина для одного шага циклического метода, получим
[image: image390.png]|1ns|’
Wo @)




[image: image392.png]R(T,) = -~ B(Ty).



                                    (4.30)

Отсюда следует, что в случае циклических итерационных методов оптимизация этих методов при фиксированном s заключается в минимизации величины 
[image: image393.wmf](
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4.3 Метод последовательной верхней релаксации


Во многих приложениях большую популярность приобрел итерационный метод, разработанный Янгом и Франкелом и называемый методом последовательной верхней релаксации. Проиллюстрируем основную идею этого метода на примере системы линейных алгебраических уравнений
  [image: image395.png]


                                                   (4.31)

с блочно-трехдиагоиальной матрицей
[image: image397.png]


                             (4.32)

где 
[image: image398.wmf]l

E

 — единичные матрицы порядка 
[image: image399.wmf]l

n

, a 
[image: image400.wmf]l

R

 и 
[image: image401.wmf]l

S

 — некоторые матрицы порядка 
[image: image402.wmf]1
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 и 
[image: image403.wmf]1
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 соответственно. Отметим, что системы с матрицами такого вида часто возникают при редукции уравнений эллиптического типа к системам конечно-разностных или вариационно-разностных уравнений. 

    Представим матрицу А в виде
A=E-R-S,                                                 (4.33)  

 где
[image: image404.png]



и Е — единичная матрица. Тогда, если ввести матрицу 

B = R + S                                                (4.34) 

систему (4.31) можно записать в виде 


[image: image405.wmf]j

 = В
[image: image406.wmf]j

 +f                                               (4.35) 

Далее мы везде будем предполагать, что итерационный метод 


[image: image407.wmf]f
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1

                                           (4.36)
сходится (т. е. 
[image: image408.wmf](

)

1

<

B

b

), все собственные числа матрицы В вещественны и она обладает полной системой собственных векторов.
    Перепишем (2.31) в виде системы матричных уравнений
[image: image410.png]b, —R,P, , —SP,.,=F, | =




                  (4.37)

при условиях

[image: image412.png]R,



 и [image: image414.png]b, =D, .,





где Фl и Fl — векторные компоненты векторов 
[image: image415.wmf]j

 и 
[image: image416.wmf]f

. Тогда метод последовательной верхней релаксации определяется формулами 
[image: image418.png]&/ = ) — (0! —R®I 59/, - F),



 [image: image420.png]


       (4.38)

где 
[image: image421.wmf]t

— некоторый вещественный параметр. Соотношения (4.38) можно также записать в виде
[image: image422.png]o/ =10/ 4 (1 - 1)),




[image: image423.png]j+
o/ % = R,ol*] + 5,0,
-, + 5P, +F,




[image: image424.png]



    Из приведенных формул видно, что для каждого j процесс вычислений осуществляется последовательно с первой по k-ю группу компонент. При этом 
[image: image425.wmf]1

j

0
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+

 и 
[image: image426.wmf]j

1

k

Ô

+

 полагаются равными нулю. 


Перейдем от (4.38) к уравнениям для векторов ошибок 
[image: image427.wmf]*
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, где {Фl*}—решение системы (4.37):
[image: image429.png]j+1 j j j+1 j
=gl () R 5wl ), 1




        (4.39)

Отсюда видно, что оператор шага метода (4.37) определяется равенством
[image: image431.png]T.=(E—1tR)'[(1-1)E +15]



                               (4.40)

и зависит от одного параметра 
[image: image432.wmf]t

, а спектральная задача
[image: image434.png]T.¥ = A(T.)¥



                                               (4.41)

легко преобразуется к виду
[image: image436.png]MTO)¥ =¥ —1[¥, — MT.)RY_; — S¥.4]1=




           (4.42)

Решение этой спектральной задачи будем искать в виде
[image: image438.png]P, = [A(T.)]%w,,



                                           (4.43)
где [image: image440.png]{wr=1



   — векторные компоненты собственного вектора ω спектральной задачи
[image: image442.png]Bw = A(B)w,



                                             (4.44)

а [image: image444.png]


. Подставляя (4.43) в (4.42) и учитывая (4.44), получим
[image: image446.png]A2 (THNT,) — A2 (TOAB) +T1— 1w, =0, L =1, ..., k.



       (4.45)


Так как нулевые значения 
[image: image447.wmf](
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T

 с точки зрения сходимости метода последовательной верхней релаксации нас не интересуют, а среди {ωl}есть хотя бы один ненулевой вектор, то из (4.45) получаем уравнение
[image: image448.png]AMT,) — TAY2(T)AB) +T— 1 =0,




которое связывает собственные числа матриц 
[image: image449.wmf]t

T

 и В. Решив это уравнение, получим
[image: image451.png]


                       (4.46)


Прежде чем переходить к анализу этой формулы, заметим, что если 
[image: image452.wmf]l

(В) — собственное число матрицы В, то величина — 
[image: image453.wmf]l

(В) также является собственным числом матрицы В. Действительно, если 
[image: image454.wmf]l

(В)ω = Bω, где w — собственный вектор матрицы В с векторными компонентами [image: image456.png]{“’p};{ =1



, то вектор [image: image458.png]


 с векторными компонентами [image: image460.png]


 является собственным вектором В, соответствующим ее собственному числу—
[image: image461.wmf]l

(В), т.е.
[image: image463.png]—A(B)® = B®.



                                                (4.47)
Из доказанного и формулы (4.46) следует, что при анализе 
[image: image464.wmf](
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 нам достаточно ограничиться случаем 
[image: image465.wmf]l

(В)
[image: image466.wmf]0
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Исследуем величину 
[image: image467.wmf](
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, как функцию параметра 
[image: image468.wmf]t

, считая, что 
[image: image469.wmf]l

(В) < 1 — некоторое фиксированное неотрицательное собственное число матрицы В. Сначала рассмотрим случай 
[image: image470.wmf]0
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. Как показывают несложные вычисления, при 
[image: image471.wmf]0
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 неравенство
[image: image473.png]2T =

rA(B) y rzl:(B)7 ot 1| -1



                  (4.48)

не имеет решения, и, следовательно, требование положительности параметра 
[image: image474.wmf]t

 необходимо для сходимости метода последовательной верхней релаксации. 

    Ограничиваясь в дальнейшем случаем положительных значений 
[image: image475.wmf]t

 и учитывая, что сходимость метода определяется только максимальным по модулю собственным числом матрицы 
[image: image476.wmf]t

T

, нетрудно видеть, что теперь достаточно исследовать формулу
[image: image477.png]ATy = nl;B) N rzxz(B) R




где при положительности подкоренного выражения значение квадратного корня берется положительным. 

    Далее, для значений 
[image: image478.wmf][

]

2

1

,

t

t

t

Î

, где
[image: image479.png]2

2 = 35 |1 £ V1R B)|





подкоренное выражение в (2.48) неположительно и для этих значений имеем
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Если же 
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, то подкоренное выражение в (4.48) всегда положительно, а 
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 неотрицательно. Учитывая это, нетрудно показать, что при  
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[image: image485.wmf]1
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 не имеет решения, а при 
[image: image486.wmf]2
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 выполняется неравенство
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Из доказанных фактов вытекает следующее утверждение: при сделанных выше предположениях условие 
[image: image488.wmf](
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 необходимо и достаточно для сходимости метода последовательной верхней релаксации (4.38). 


Остановимся теперь на исследовании величины
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как функции параметра 
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. Так как для значений т. е. 
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и 
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 для различных 
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Рисунок 4.1— График 
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 для различных 
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то для значений  
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Из последней формулы сразу следует, что минимальное значение 
[image: image503.wmf](
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1. Таким образом, значение 
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опт, максимизирующее асимптотическую скорость сходимости 
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 метода последовательней верхней релаксации, вычисляется по формуле
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                      (4.49)

Причем
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                   (4.50)

Проанализируем теперь формулы (4.49), (4.50) в случае плохо обусловленных матриц (предполагая дополнительно, что матрица А симметрична), т. е. когда [image: image513.png]p(4)
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. Так как одновременно с 
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(В) собственным числом матрицы В вида (4.34) является величина —
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(В) (это доказано ранее), то из соотношения В = Е — А вытекает, что
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Отсюда следует, что 
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, а условие p(A)>1означает выполнение соотношений 
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Подставляя эти значения в (4.49), (4.50), асимптотически получим
[image: image521.png]
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.                         (4.51)


Таким образом, для плохо обусловленных матриц при оптимальных выборах параметров метод последовательной верхней релаксации асимптотически сходится в 
[image: image524.wmf]p
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 раз быстрее метода (4.2). Необходимо отметить, что для любого конкретного номера итерации (особенно на первых итерациях) сходимость метода последовательной релаксации с оптимальным параметром медленнее, чем показывает третье из соотношений (4.51). Причиной этого является наличие в жордановой форме матрицы перехода 
[image: image525.wmf]îïò
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 клетки порядка два.
4.4 Чебышевский итерационный метод


Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений
[image: image527.png]


                                                 (4.52)

с симметричной и положительно определенной матрицей А. Для решения этой системы предложим итерационный метод
[image: image529.png]0/t = gl —1,(Ap’ - f),



                           (4.53)

который часто называют методом Ричардсона первого порядка. Проблема оптимизации этого метода заключается в выборе последовательности параметров 
[image: image530.wmf]{
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, обеспечивающих наибыстрейшую сходимость 
[image: image531.wmf]j
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 к точному решению системы (4.52). 


Циклический итерационный метод (4.53) с длиной цикла s
[image: image532.wmf]³

l может быть описан (см. 1) как стационарный итерационный метод вида
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             (4.54)

с оператором шага
[image: image535.png](4.55)




Так как матрица А симметрична, то
[image: image536.png]S
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и, согласно результатам 4.2, оптимизация метода (4.53) сводится к минимизации 
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 по параметрам 
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1,..., 
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s. В случае s=l точное решение этой задачи было дано в 4.1. В случае же s>l точное решение задачи невозможно, так как простого знания границ спектра А для этого недостаточно, а определение всех собственных чисел A—более сложная задача, чем решение системы (4.52) простейшим итерационным методом. Поэтому с целью оптимизации метода осуществляют минимизацию функции
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где 
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, которая мажорирует сверху величину 
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 и достаточно хорошо ее приближает на практике. 

    Наряду с задачей минимизации qs(
[image: image543.wmf]t

) рассмотрим задачу построения многочлена 
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 степени s, являющегося решением задачи 
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где  Qs — множество  всех  
[image: image546.wmf](
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 степени s, удовлетворяющих условию Ps(0)= 1. 
    Решение последней задачи было дано А. А. Марковым с помощью многочленов Чебышева:
 [image: image548.png]


                                             (4.59)

где

[image: image549.png](4.60)




rs — некоторая константа. Отсюда получаем
[image: image550.png](4.61)




При этом
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Вернемся теперь к проблеме оптимизации метода (4.53), т. е. к решению экстремальной задачи
[image: image553.png]qs(Tonr) = min q5(7), (4.63)




где 
[image: image554.wmf]t

 обозначает последовательность параметров 
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1,..., 
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s. Если обозначить через Vs множество многочленов Ps (
[image: image557.wmf]l

) степени s вида
[image: image558.png]p =] [a-an,
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то задача (2.63) может быть сформулирована следующим образом: найти многочлен Ps(
[image: image559.wmf]l

), являющийся решением задачи
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Так как Vs 
[image: image561.wmf]Ì

 Qs, то очевидно, что
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Поскольку решением задачи (4.58) является многочлен 
[image: image563.wmf](
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 вида (4.64), т. е. принадлежащий Vs, то в (4.66) выполняется строгое равенство. Учитывая это, приходим к выводу, что в качестве 
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 Окончательно отметим, что выбор
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                                               (4.67)

единствен, так как единственно решение задачи (4.58). 

    Если
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,  обозначить целочисленную перестановку порядка s, то из (4.62) следует, что для оптимального итерационного метода (4.54)
[image: image573.png]


                                (4.68)

где

[image: image574.png]=2 +a-(B-ox] i




а хi —корни многочлена Ts(x). Итерационный метод (4.54) с выбранными по формуле (4.68) параметрами мы будем называть чебышевским итерационным методом. 

    Оценим теперь скорость сходимости чебышевского итерационного метода. Покажем, что значение длины цикла s может быть выбрано из условия, чтобы s итераций метода (4.53) (одна итерация по методу (4.54)) обеспечивали уменьшение начальной ошибки в 1/
[image: image575.wmf]e

 раз. Рассмотрим уравнение
[image: image576.png]



Если ввести обозначения
[image: image577.png]



и использовать соотношение
[image: image578.png]



то после несложных преобразований имеем
[image: image579.png]y25 41




Рассматривая последнее соотношение как квадратное уравнение относительно [image: image581.png]


 и учитывая, что  [image: image583.png]


 <1, получим
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и, следовательно,
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В случае 
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 это выражение принимает вид
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откуда следуют соотношения
[image: image589.png]
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                                          (4.69)

Из этих соотношений вытекает, что асимптотически по скорости сходимости чебышевский циклический итерационный метод в 
[image: image592.wmf]p

 раз лучше простейшего одношагового метода, но в два раза уступает методу последовательной релаксации.
Как следует из изложенного, для реализации чебышевского итерационного метода нам необходимо знать границы α и 
[image: image593.wmf]b

 спектра матрицы А. Эта проблема весьма актуальна, поскольку для значений х
[image: image594.wmf]Ï

[—1, 1] наблюдается быстрый рост многочленов Чебышева и, следовательно, ошибка в определении границ спектра может привести к очень медленной сходимости процесса. 
 
Верхнюю границу спектра A, как правило, определяют с помощью теоремы Гершгорина. Наиболее же сложная проблема—определение нижней границы. В ряде случаев здесь возможны априорные оценки, но, как правило, приходится рассматривать дополнительный итерационный процесс, например метод Люстерника, описанный в первой главе, или метод минимальных итераций Ланцоша. 

    Второй важной проблемой чебышевского итерационного метода является проблема упорядочения параметров. Дело в том, что при произвольном порядке использования параметров 
[image: image595.wmf]i

t

,  в итерационном процессе возникает неустойчивость при его численной реализации. Вопросами упорядочения параметров занимались многие исследователи, но лишь недавно эта проблема была решена. Опишем два простейших алгоритма упорядочения параметров.

5 Нестационарные итерационные методы

В этом параграфе будут рассмотрены нестационарные итерационные методы, осуществляющие последовательную минимизацию некоторого квадратичного функционала. 

5.1 Теоремы сходимости
Пусть даны система линейных алгебраических уравнений
[image: image597.png]


                                                       (5.1)

и квадратичный функционал
[image: image599.png]


                                  (5.2)

где φ*=A1f — точное решение системы (3.1), a D — симметричная положительно определенная матрица. 
Так как J(φ)>0 для любого φ≠φ* и J(φ*) = 0, то задача решения системы (5.1) эквивалентна задаче минимизации функционала (5.2), т. е. нахождения вектора φ*, минимизирующего J(φ). Если D = А*А, то функционал
J(φ)=(Aφ-f,Aφ-f)=||Aφ-f||22                                             (5.3)

называется функционалом квадрата невязки. 

Если предположить, что A— симметричная положительно определенная матрица и D = A, то
J (φ)=J1(φ)+(Aφ*, φ*),

где                               
            J1(φ)=(Aφ, φ)-2(φ,f).                                           (5.4)

Таким образом, J (φ) с точностью до константы (Aφ*, φ*)=(f, φ*) совпадает с известным вариационным функционалом J1(φ). Заметим, что функционалы (5.3) и (5.4) не зависят от искомого вектора φ*.
    Сделанные замечания позволяют сформулировать новые принципы оптимизации итерационных методов, которые мы назовем вариационными принципами. Рассмотрим итерационный метод
φj+1=φj-Hτ(A φj-f),                                                (5.5)

матрица Hτ которого зависит от параметров τ1,...,τs. Предположим, что для значений τ1,...,τs из некоторого множества Q метод (5.5) сходится, причем последовательность значений {φj} осуществляет последовательную минимизацию функционала (5.2). В предыдущем параграфе мы выбирали значения τ1,...,τs из условия минимума спектрального радиуса [image: image601.png]B(T,)



 матрицы шага [image: image603.png]


 = E-[image: image605.png]H_A



. В настоящем параграфе будут рассмотрены методы, для которых параметры τ1,...,τs выбираются из условия максимальной минимизации на каждом шаге функционала (5.2). 

Так как матрица D положительно определена, то нетрудно 

видеть, что соотношение

[image: image607.png]1Wlls = (DU, W)z



                                                 (5.6)

определяет норму в пространстве векторов ошибок. Соответственно соотношение 
[image: image608.png]II Yllo
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определяет норму матрицы В. Введенную норму часто называют D-нормой. Ранее мы предположили, что при (τ1,...,τs)[image: image610.png]€Q



 функционал (5.2) с некоторой матрицей D последовательно минимизируется. Это означает, что для любого [image: image612.png]wi




[image: image614.png]7| < v/l



                                           (5.8)

    Так как для стационарного итерационного метода матрица Тτ постоянна, то из последнего неравенства следует, что для любого вектора 𝜓j[image: image616.png]=0




[image: image617.png]27 <1,




где [image: image619.png]2l =7 /|l



. Далее, поскольку множество [image: image621.png]v ={z: ||zl , =1}



 является ограниченным замкнутым множеством, то величина
[image: image622.png]sup [IT:zllp = IT:llp
lzllp=1




достигается на некотором векторе z0. Отсюда и из (5.8) вытекает
[image: image624.png]Tl = IT-20ll 5 < 1.



                                     (5.9)

Итак, мы показали, что при сделанном предположении (τ1,...,τs)[image: image626.png]€Q




[image: image627.png]I71l, < 1.




Сформулируем теперь нестационарный метод, соответствующий методу (5.5):
[image: image629.png]0/t =@l —H,(Ap’ - f),



                            (5.10)

где [image: image631.png]Hj

H(z?,..,19)



 и параметры [image: image633.png]{z?)



 удовлетворяют уравнению
[image: image635.png](o7 — H(4p = ) = inf,, . J (07— Ho(497 - f)).



       (5.11)

    Справедливо следующее утверждение.Если для итерационного метода (5.5) выполнены сделанные выше предположения (т. е. множество Q не пусто), то итерационный метод (5.10), (5.11) сходится, причем
[image: image637.png]71, = IT:llp



                                           (5.12)

для любого τ=(τ1,...,τs)[image: image639.png]


Q, где [image: image641.png]


 — оператор шага метода (5.10), (5.11). 

    Для доказательства этого утверждения достаточно показать справедливость неравенства (5.12). Пусть метод (5.5) сходится для значений τ1,...,τs и для этого метода [image: image643.png]T’ < v/l



 для любого 𝜓j. Тогда, как показано выше,
[image: image645.png]1T, <1



.

Далее, так как по определению
[image: image646.png]ITw71l < 17971,




то
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для любого 𝜓j  и, следовательно,
[image: image648.png]N Il
7| = su —L <1l < 1,
Il SUp T Tl




что и требовалось доказать. 

    В заключение докажем еще одно утверждение, определив предварительно асимптотическую скорость сходимости нестационарного итерационного метода соотношением
[image: image649.png]J
R(f‘) =— [hm 11n [sup "E "DH = —lim lln"f"'"D].

j=e o g2 1€01p jmeolj




    Если при любых τ1,...,τs[image: image651.png]


Q, для которых метод (5.5) сходится, выполняется соотношение
[image: image652.png]IT.1l, = B(T,),




то асимптотическая скорость сходимости соответствующего нестационарного итерационного метода не ниже, чем асимптотическая скорость стационарного метода с оптимальными параметрами. 

    Как было показано в 4.2,
[image: image653.png]R(T.) = —InB(T,).




С другой стороны,
[image: image654.png]1/k
I 790l

= ||IT]| . = IIT:llp-
0l 17l = 17l




Отсюда получаем
[image: image656.png]R(T) = R(T,).



                                                   (5.13)

    Так как это неравенство справедливо для любых τ1,...,τs[image: image658.png]


Q, то утверждение доказано. 

    Из последнего утверждения следует, что если параметры оптимизации выбирать из условия минимума D-нормы оператора перехода [image: image660.png]


, то вариационная оптимизация как на любой итерации, так и асимптотически обеспечивает, по оценке, более быструю скорость сходимости.
5.2 Метод минимальных невязок

    Выберем
D= A*A  и H=τE                                            (5.14) 

и предположим, что A = A*>0.
    В 5.1 было показано, что в этом случае при [image: image662.png]Te (0, Z/B(A))



 итерационный метод
[image: image664.png]@/t
= (Pi*
(4@’ — f)



                                     (5.15)
сходится. При этом простейший спектральный анализ показывает, что
[image: image666.png]|E — tAll, = ||E — tAll, = B(E — TA).



                     (5.16)

    Рассмотрим соответствующий нестационарный процесс, называемый методом минимальных невязок:
[image: image668.png]0/t = gl —1,(Ap’ - f),



                                    (5.17)

где
[image: image670.png]oo @PY) (Y
T (agla8)  Jagl?




                                           (5.18)

([image: image672.png]& =Apl — f



 -вектор невязки). Из (5.17) следует, что
[image: image673.png]I(E = 74|, = lI(E —;4)¢ [, = inf] (97 — &7) =




[image: image674.png]= infl|(E — za)¢’ ||, =inf {[|¢7 |, — 2e(ag’,&7) + T2 ]lag’| }.




Очевидно, что τj находится из уравнения
[image: image675.png]a . P N
I — 21(ag,87) + 224 |2} =




Так как метод (5.15) сходится для [image: image677.png]T €(0,2/8)



, где β=β(А), то, согласно утверждению из 3, метод минимальных невязок сходится, причем 
[image: image679.png]™

2

©



                                                   (5.19)

    Из соотношения для последовательности норм невязок метода (5.17), (5.18)
[image: image680.png](48,8)
G

ep? 2
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легко видеть, что для монотонного убывания норм невязок в пространстве вещественных векторов достаточно положительной определенности матрицы А в этом пространстве (симметричность необязательна). Это обстоятельство послужило основой для формулировки теоремы сходимости нестационарных итерационных методов и, в частности, доказательства сходимости метода минимальных невязок для систем уравнений с положительно определенными, но не симметричными матрицами. 

Одной из важных в практическом отношении особенностей метода минимальных невязок является то, что на первых итерациях метод сходится значительно быстрее, чем асимптотически. Асимптотически ошибка метода наискорейшего спуска является линейной комбинацией только двух собственных векторов матрицы А, соответствующих ее собственным числам α(А) и β(А). Аналогичная ситуация наблюдается в методе минимальных невязок. Таким образом, асимптотическое свойство итерационного метода выходить на свою наихудшую скорость сходимости (при фиксированных параметрах) сохраняется и для нестационарных методов. 

Для ускорения сходимости метода минимальных невязок целесообразно время от времени использовать один шаг двухшагового метода минимальных невязок, формулы которого имеют вид
[image: image682.png]0/t =@l —1,(A@’ — f) —v;A(4¢’ — f),



                     (5.20)

где τj и γj выбираются как решение системы двух уравнений:
[image: image683.png]257112 =
Sl = g vl o,




[image: image685.png]P P in2
,,iy, ¢ — ;48 — ;47| = o.



                               (5.21)

5.3 Метод сопряженных градиентов

Определим в исходном пространстве векторов некоторую D-норму и некоторое подпространство Gs с базисом {gi}si= i [3, c. 294]. Тогда задача наилучшего приближения решения φ* = A-1f системы Aφ=f на многообразии
[image: image686.png]U= +G.={p:0=0°+¢y, Y EG)




формулируется следующим образом. Требуется найти вектор [image: image688.png]


=[image: image690.png]


 такой, что
[image: image691.png]llo™ = (¢° + D), = minlle™ - (¢° + PlIp =




[image: image693.png]O =X agillp.



                             (5.22)

Система уравнений для определения коэффициентов {аi*} разложения
[image: image694.png]



имеет вид

B[image: image696.png]



где В =bij  — матрица порядка s с элементами 
[image: image697.png]by =(9595), LJ=1-5




и F = (F1,...,Fs) —вектор с компонентами
[image: image698.png](0" —@%g)p i





    Из предыдущего видно, что наиболее простым (с точки зрения реализации процесса) является случай, когда
[image: image699.png](Dg;, g;) = 6i;llgi I3,




где [image: image701.png]


 — символ Кронекера, т. е. когда [image: image703.png]


 будет D-ортогональным базисом пространства Gs. Если последнее условие выполнено, то
[image: image705.png]o = @ =9°.90p _ 0lo"=¢%).90)
lg:ll3 lg:ll3

i » 1



                    (5.23)
    Достаточным условием осуществимости процесса (5.23) является требование, чтобы вектор D[image: image707.png]


* был известен. Это требование выполняется, например, либо в случае D= A, если A=A*>0, либо в случае D = A*A для произвольной A.
    Конкретизируем вариационную задачу (5.22) с целью изучения одного класса методов. Предположим, что подпространство Gs является линейной оболочкой системы линейно независимых векторов
[image: image708.png]{Al(e° — oM} = (A= (40" - Y.,




а матрица А симметрична и положительно определена. Как уже было указано выше, если в заданном подпространстве Gs мы сможем найти некоторый A-ортогональный базис {gi}si=1 то искомое приближение [image: image710.png]


 к вектору [image: image712.png]


* найдется по формулам
[image: image713.png]S
¢=9°+ leié]i,





[image: image715.png](0" —¢°90a _ _ (49°~1.9)
(gp.4g))




                       (5.24)

Этот процесс можно записать еще следующим образом:
[image: image716.png]



[image: image718.png]


                                 (5.25)

где [image: image720.png]Ek —
(Ap*
)



— вектор невязки и [image: image722.png]S



. Наиболее известным способом построения базиса в пространствах типа Gs является процесс Шмидта. Однако для матриц A высокого порядка он требует большого числа арифметических действий и большой памяти ЭВМ при численной реализации. Для случая симметричных, но не положительно определенных матриц эффективным способом построения A2-ортогонального базиса (т. е. когда D=А2) в пространстве Gs является метод минимальных итераций Ланцоша. Самым экономичным из известных способов A-ортогонализации векторов [image: image724.png](A0 —-N)



  для симметричных и положительно определенных матриц является метод сопряженных градиентов, формулы которого имеют вид
[image: image725.png]Eo
Ek 1

ecimk =1,
— b gr—1, e k > 1,




[image: image727.png]


        
[image: image729.png]


                                                      (5.26)

[image: image730.png](Ek * é]k)





где  [image: image732.png]Ek —
{Ap*
3
—1



  —векторы невязки.
    Докажем, что построенные по этим формулам векторы gk}sk = l образуют А-ортогональный базис пространства Gs, если векторы [image: image734.png]{Akﬂfo}sk:l



 линейно независимы. Сначала покажем, что все векторы {gk}sk = l будут ненулевыми. В самом деле, если в (5.26) провести последовательное исключение, то легко видеть, что
[image: image736.png]g, = Ak
e = AFT1E0 4 ykol i
i=1 BiiATYEC, k=




                   (5.27)

с некоторыми коэффициентами {βki}- Поэтому соотношение gk = 0 будет противоречить требованию линейной независимости векторов [image: image738.png]{Akﬂfo}sk:l



.      Теперь остается показать, что векторы {gk}sk=1 A-ортогональны. Предположим, что для некоторого k[image: image740.png]


2 выполняются соотношения (для k=l, 2 их выполнение устанавливается непосредственной проверкой)
[image: image741.png]



[image: image742.png]



[image: image744.png]


                                           (5.28)

и докажем их справедливость на (k+1)-м шаге. Для этого нам  понадобятся равенства            
[image: image745.png]j—1r
j TYidj
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[image: image747.png]


                                                (5.29)

(здесь полагается go = 0). Чтобы вывести эти соотношения, достаточно воспользоваться равенствами, полученными из (5.26), и условиями
[image: image748.png]& =g —a;Ag,,




[image: image749.png]gi+1 =& —bjs19;




Так как в силу предположений
[image: image750.png](Agr+1,9;) = (AEF — bryAg;) = (AEX, g;) — brs1(Agr, g;) =




[image: image751.png]= (&%, Ag;) = (8%, 6igjs1 + Bjg; +Vjgj-1) = O,





и по построению (Agk+1, gk) = 0, то
(Agk+1,gj)=0                                                    (5.30)

для всех j[image: image753.png]


k. Далее, поскольку [image: image755.png](51 g.1) =0



, то по построению и из предположений (5.28) следует, что
[image: image757.png](&1, g5) = (8%, 95) — axs1(Agrs1,9;) = 0



                  (5.31)

для любого l[image: image759.png]


j[image: image761.png]


k+l. Объединяя (3.30) с (3.31) и учитывая неравенство


[image: image762.png]Ag+1 =

G*, gr+1)

(AGrs1,Grs1) -




получаем, что на (k + 1)-м шаге все соотношения (5.28) выполняются. Продолжая по индукции до s-гo шага, приходим к выводу об А-ортогональности системы векторов {gk}. Таким образом, метод сопряженных градиентов решает вариационную задачу (5.22). 

    В заключение обсудим случай вырождения, когда для некоторого k[image: image764.png]


 система векторов [image: image766.png](A71E0).



линейно независима, а система [image: image768.png]


 линейно зависима, т. е.
[image: image770.png]


                  (5.32)

с некоторыми коэффициентами [image: image772.png](CiYiso



, среди которых есть отличные от нуля. Коэффициент Со отличен от нуля, так как в противном случае, умножая (5.32) на A-1 получаем
[image: image773.png]



что противоречит линейной независимости системы векторов [image: image775.png]Wi —e%}_,



. 

Из (5.32) имеем
[image: image776.png]



что означает: [image: image778.png]


*-[image: image780.png]


Отсюда и из (3.28) следует, что приближение [image: image782.png]


 необходимо равно вектору [image: image784.png]


*-[image: image786.png]


 ([image: image788.png]


 =[image: image790.png]Q + @



). Иначе говоря, в данном случае метод сопряженных градиентов позволяет найти точное решение системы (5.1) уже на k-м шаге. 

Метод сопряженных градиентов, как и другие способы ортогонализации, можно широко использовать для ускорения сходимости стационарных итерационных методов. Так, например, для итерационного процесса
[image: image792.png]—B(A¢*—1), k=1,2,..,



                     (5.33)

с симметричными и положительно определенными матрицами A и В формулы ускорения с помощью метода сопряженных градиентов имеют следующий вид:

[image: image793.png]_ BEO, eciuk =1,
e = BERTL b gr—1, ecmuk > 1,




[image: image794.png]_ (4BS*™, gr-1)

b, =
(AGy_1,Gr_r )




[image: image795.png]



[image: image797.png]o = F7ax)
(AGr_1,9% )



                                              (5.34)
[image: image798.png]



Метод сопряженных градиентов по своей идее (теоретически)  является прямым методом, поскольку при s>n, где n — порядок матрицы A, система векторов   [image: image800.png](aieo)



 всегда линейно зависима, и, следовательно, при некотором [image: image802.png]


s процесс должен заканчиваться получением точного решения. С другой стороны, при реализации метода сопряженных градиентов на ЭВМ в случае матриц высокого порядка, как правило, уже через несколько десятков итераций возникает явление численной неустойчивости процесса ортогонализации и реальный процесс перестает отражать свойства реализуемого метода. В силу отмеченного обстоятельства анализ метода сопряженных градиентов можно проводить как анализ нестационарного итерационного метода с длиной цикла s, т. е. через каждые s шагов по методу сопряженных градиентов начальное приближение выбирается заново. При такой постановке скорость сходимости метода может быть оценена через скорость сходимости циклического чебышевского итерационного метода. Действительно, для любого s[image: image804.png]


l
[image: image805.png]e -0 - T @Al
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[image: image807.png]= [B(E - 5_, 8:A)]



,                                      (5.35)

где [image: image809.png]


— оператор, преобразующий вектор ошибки за s шагов метода сопряженных градиентов, а [image: image811.png](Bi}i_4



 — произвольные вещественные числа. В частности, если положить
[image: image813.png]E—-Y5_, BA =[I5_,(E —1;4)



                            (5.36)

и использовать оценку (5.12) настоящего параграфа, то приходим к выводу, что s-циклический метод сопряженных градиентов сходится не медленнее s-циклического чебышевского метода и, следовательно, для него справедливы те же самые оценки скорости сходимости. Отметим две важные особенности метода сопряженных градиентов, проявляющиеся при решении конкретных вычислительных задач. Во-первых, реализация одного шага метода сопряженных градиентов требует большее (иногда значительно) число арифметических и логических действий по сравнению с одним шагом чебышевского итерационного метода. Во-вторых, при реализации (особенно на первых итерациях) метод сопряженных градиентов в соответствующей норме значительно быстрее минимизирует A-норму вектора ошибки, чем это показывает оценка. Для иллюстрации отмеченного факта выпишем соотношение, вытекающее из (5.22) для метода сопряженных градиентов (способа определения подпространства Gs):
[image: image815.png](AYF,PF) < max,, <3< APE(D)| - @O, ¥



                  (5.37)

где [image: image817.png]


 — вектор ошибки на k-м шаге, [image: image819.png]


 — вектор начальной ошибки, а Рk ([image: image821.png]


) — многочлен степени k от [image: image823.png]


, удовлетворяющий условию Pk(0) = l. Теперь, если положить М=1 (этого всегда можно добиться нормировкой матрицы А) и m = 0 (без ограничения общности), то, полагая 
[image: image825.png]Pe(D) = (~D)F cos[(2k+1)arccosV7]
(2k+1VA



                            (5.38)

получим для метода сопряженных градиентов оценку 
[image: image827.png](Ay*,pF) = @)
(2k+1)2"



                                             (5.39)

Заметим, что в силу m = 0 оценка (5.39) справедлива и в случае вырожденной матрицы А.
6 Итерационные методы уточнения корней
Рассмотрим самый мощный класс методов уточнения корней уравнений. Его достоинство состоит в том, что основная идея рас​сматриваемых ниже методов является универсальной при прибли​женном решении уравнений многих классов. Так называемые итерационные методы уточнения корней урав​нений основаны на математической теории, которую необходимо предварительно рассмотреть. [4, c. 195]
6.1 Метрические пространства и принцип сжимающих отображений
Понятие «расстояние» привычно на уровне геометрической наглядности. Легко определить привычным образом расстояние между точками на числовой оси или на координатной плоскости. Однако в математике это понятие используется гораздо шире.

  Способ измерения расстояния 
[image: image828.wmf])
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 между элементами х и у некоторого множества X (произвольной природы) называется метрикой. Множество с введенной в нем метрикой 
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 становится метрическим пространством, если для любых элементов:
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  Последовательность 
[image: image834.wmf](
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 точек метрического пространства на​зывается фундаментальной, если для любого 
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 существует такое число N, что для любых номеров точек m иn, для которых m ,n > N, выполняется неравенство 
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Рисунок 6.2— «сжимающее отображение» — расстояние p(Fx, Fy) меньше расстояния р(х,у)
Метрическое пространство на​зывается полным, если в нем лю​бая фундаментальная последо​вательность сходится (имеет пре​дел). Примерами полных метричес​ких пространств являются:

1) множество точек на чи​словой оси, расстояние между ко​торыми определено по формуле 
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2) множество точек на координатной плоскости, расстояние меж​ду которыми определено по формуле 
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(здесь 
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— координаты одной точки, 
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— другой).
В наглядном плане полнота пространства означает, что в нем нет «дыр», в которых может не быть точек данного пространства. Так, на числовой оси любой точке соответствует действительное число. В противоположность этому пространство рациональных чисел не является полным, т.е. существуют фундаментальные после​довательности рациональных чисел, не имеющие предела в их про​странстве.

Пусть F— отображение, действующее в метрическом простран​стве Е с метрикой 
[image: image842.wmf]r

; х и у — точки пространства Е, a Fx, Fy — образы этих точек.

Отображение F пространства Е в себя называется сжимающим отображением (рисунок 6.2), если существует такое число 
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, 0<
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< 1, что для любых двух точек х, у 
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 Е выполняется неравенство 
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Точка х называется неподвижной точкой отображения F, если отображение переводит ее саму в себя: Fx = x.

Важнейшее значение в теории решения уравнений имеет сле​дующая теорема:

 Принцип сжимающих отображений.  Если F— сжимающее ото​бражение, определенное в полном метрическом пространстве, то для него существует единственная неподвижная точка 
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 такая, которая переводится отображением в себя: 
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с любым начальным членом 
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Заметим, что последовательность (6.2) называют итерацион​ной последовательностью (от лат. iteratio — повторение). Итерационная
последовательность, образуемая сжимающим отображени​ем, является сходящейся.

В процессе доказательства получается  оценка расстоя​ния между неподвижной точкой отображения  
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 и очередным при​ближением  
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Приняв (k-1)-е приближение за нулевое (k= 1), получаем еще одно полезное для приложений неравенство:
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Здесь 
[image: image855.wmf]a

 — множитель из условия сжимаемости (6.1)
6.2 Метод простой итерации
Применим принцип сжимающих отображений для уточнения значения корня уравнения

                                  F(x)=0                                                             (6.5)

Для этого заменим это уравнение равносильным уравнением

                                                              x=f(x)                                                                                      (6.6)

Сделать это можно множеством способов. Простейший и оче​видный — добавить х к левой и правой частям уравнения (6.5).

Пусть 
[image: image856.wmf]x

— корень уравнения (6.6), а х0 — полученное каким-либо способом на этапе отделения корней грубое приближение к корню 
[image: image857.wmf]x

. Подставляя 
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 в правую часть уравнения (6.6), получим некоторое число x1=f(x0). Проделаем то же самое с х1 получим x2 = f(x1) и т.д. Последовательно применяя рекуррентное соот​ношение хn = f(xn-1) для n= 1, 2, ..., образуем итерационную последовательность, совершенно подобную последовательности (6.2):
х0, x1 =f(x0), х2 = f(xl), ..., хn =f(хn-1), ...                  (6.7)

Процесс построения итерационной последовательности имеет простую геометрическую интерпретацию. На рисунке 6.3 изображены два случая, показывающие, что последовательность приближений может быть как сходящейся (см. рисунок 6.3, а), так и расходящейся (см. рисунок 6.3, б). Как следует из принципа сжимающих отображе​ний, условием сходимости итерационной последовательности яв​ляется то, что функция f(x) осуществляет сжимающее отображе​ние в окрестности корня.

Предположим, что существует отрезок [а; b], содержащий все члены последовательности (6.7). Нетрудно видеть, что если на отрезке [а;b] функция f(x) возрастает, то итерационная последо​вательность является монотонной. Если же f(x) убывает, то она является колеблющейся.
Если существует такая окрестность корня уравнения, в кото​рой отображение любой точки функцией f(x) не выходит за пре​делы этой окрестности и отображение f(х) является сжимающим, то в силу принципа сжимающих отображений итерационная пос​ледовательность (6.7) будет сходиться к корню уравнения (6.6). Условие того, что функция f(х) является сжимающий функцией на отрезке [a; b], приобретает в данном случае следующий вид: f(x)
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[а; b] для всех х
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 [a; b], а также существует такое число α, О < α < 1, что для любых х, у
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 [а; b] выполняется соотношение
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  Отметим, что условие (6.8) имеет в математической литературе собственное название: условие Липшица; константа α называется константой Липшица.
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Рисунок 6.3—Итерационная  последовательность: а — сходящаяся последовательность; б — расходящаяся

Однако практически проверить выполнимость условия Липшица весьма затруднительно. Для этого следовало бы перебрать все воз​можные пары значений (x, у) из отрезка [а; b], что практически невозможно. Для дифференцируемых функций условие (6.8) мож​но заменить гораздо более удобным для практического исполь​зования условием. Для этого применим теорему Лагранжа. Она гласит, что если функция f(x) дифференцируема на отрезке [а; b], то на нем найдется такая точка с, что будет иметь место фор​мула

f(b)-f(a) = f'(c)(b-a),                                          (6.9)

называемая формулой Лагранжа (или формулой конечных прираще​нии).
Сравнивая (6.8) и (6.9), приходим к очевидному выводу: если существует такое число q, 0 < q < 1, что для любых х
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то функция  f(х) является сжимающей на отрезке [а; b]. При этом роль константы Липшица α играет число 
[image: image866.wmf])

(

'

]

,

[

max

x

f

q

b

a

=

. Прове​рить выполнимость условия (6.10) гораздо проще, чем (6.8).

Графической иллюстрацией сходящегося итерационного про​цесса при выполнении условия (6.10) в случае, когда f’(x) > 0 на отрезке [а; b], является рисунок 6.3, а.

Заметим, что условия (6.8), (6.10) (наряду с требованием о том, что значения функции f(x) не выходят за пределы отрезка [а; b]) являются достаточными, но не необходимыми для сходи​мости итерационной последовательности (6.6). Это означает, что итерационная последовательность может оказаться сходящейся и при невыполнении этих условий.

Итак, общая схема решения уравнения (6.5) методом итера​ций такова.

1. Выполнить, полностью или частично, отделение корней. Выбрать тот корень, который подлежит уточнению, и соответ​ствующий ему отрезок [а; b], содержащий этот корень и не содер​жащий иных корней данного уравнения.
2. Преобразовать уравнение (6.5) к равносильному ему уравне​нию вида (6.6).
3. Найти 
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  и проверить, является ли функция f(х) сжимающей на отрезке [а; b].
4.
Если сжимаемость имеет место, то:
4.1) задаться точностью ε нахождения приближенного значе​ния корня;
4.2) задаться первым членом итерационной последовательно​сти x0 — начальным приближением к корню;
4.3) построить следующий член итерационной последователь​ности (6.6);
4.4) всякий раз, получив очередной член итерационной пос​ледовательности, проверять, выполняется ли условие, следующее из (1.13): 
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      (6.11)  
       4.5)
если условие (6.11) выполняется, то принять хп за результат, иначе вновь выполнить пункт 4.3.

Надо заметить, что принятие хп в качестве результата, полу​ченного с точностью ε, означает, что вместо полной погрешнос​ти решения использована погрешность метода.

Очевидно, что способ перехода от уравнения в форме (6.5) к равносильному уравнению в форме (6.6) (и связанный с этим вид функции f(x)) является определяющим для сходимости ите​рационной последовательности. Если подбирать f(x) вслепую, можно впустую потратить массу времени. Однако есть общие при​емы, которые позволяют избежать этой ситуации.

Рассмотрим простейший из них. Преобразуем уравнение (6.5) к равносильному уравнению

x=x-µ F(x),                                           (6.12)
где µ — отличная от нуля константа.

Таким образом,f(х)= x-µF(x). Условие приобретает вид |1-µF’(x)| < 1, или, иначе,

-1<1-µF’(x);1-µF’(x)<1.                                  (6.13)

Если удастся подобрать значение у, так, чтобы условие (6.13) выполнялось, то метод итераций применим.

Пусть на [а; b] существует единственный корень уравнения F(x) =  0. Будем считать функцию F(х) дифференцируемой на отрез​ке [а; b] и сохраняющей на этом отрезке свой знак (фактически предполагается, что отрезок достаточно мал).

Рассмотрим вначале случай, когда F'(x) > 0. Второе из нера​венств (6.13) тогда сводится к условию µ> 0, а первое — к уcловию µ < 
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получим из (6.12) итерационную формулу
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Обсудим вопрос о критерии выхода из итерационного процес​са (6.15).

В условие (6.11) входит 
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Поскольку считается, что F’(x) > 0,то 
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Если F’ (x)< 0  для x
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[a;b], то, рассуждая аналогично, получим 
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Отметим одно важное свойство итерационных методов реше​ния уравнений, называемое самоисправляемостью. Поскольку на​чальное приближение х0 выбирается произвольно, то отсюда сле​дует, что полученное в итерационном процессе n-е приближение при желании можно считать начальным. Это означает, что если в процессе вычисления приближений допускались ошибки, то они не влияют на окончательный результат (при условии, что запра​шиваемая точность результата существенно ниже реализуемого в процессе счета уровня точности представления числовых данных). Указанное свойство метода итераций делает его одним из самых надежных методов решения уравнений.
6.3 Методы Ньютона

Рассмотрим два метода Ньютона – метод касательных и метод хорд. Оба метода основаны на следующем приеме. Пусть уравнение (6.5) имеет единственный корень на отрезке [a;b]. Преобразуем его к равносильному уравнению

x = x-φ(x)F(x),                                              (6.17)

где φ(x)—любая функция, определенная на отрезке [a;b] и не обращающаяся на нем в нуль. Осуществляя различными способами выбор φ(х), можно получить, в частности, и указанные методы. [6, c. 256]
Метод касательных.

Пусть в (6.17)  φ(х) =[image: image880.png]FI(x)




Таким образом, итерационная последовательность строится с помощью рекуррентного соотношения
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(n=0,1,2,…)                                 (6.18)

Вопрос о выборе начального приближения х0 и гарантирован​ной сходимости итераций решается просто, если функция F(x) удовлетворяет следующим условиям:

1) является дважды дифференцируемой на отрезке [a;b];

2) обе производные — первая и вторая — не меняют знак на этом отрезке, т.е. функция F(х) монотонна и не меняет характера выпуклости; ситуация иллюстрируется одним из вариантов на рисунок 6.4.

В такой ситуации за x0 берется тот конец отрезка [а; b], на котором функция F(x) и ее вторая производная имеют одинако​вые знаки, т.е. выполняется условие F(x0) * F"(x0) > 0. Очевидно, что это левый конец [а;b] на рисунке 6.4, а и г и правый конец [а; b] на рисунке 6.4, б и в.
    Допустим в дополнение к сделанным ранее предположениям, что F"(x) также непрерывна на [а; b]. Докажем, что отображение 
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 соответствующее формуле (6.18), является сжимающим в некоторой окрестности корня уравнения F(x)=0. Для этого, как показано выше, достаточно, чтобы существовало та​кое число q (0 < q < 1), чтобы в указанной окрестности имело место неравенство |φ'(х)| [image: image885.png]


q < 1. Вычислим производную
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Рисунок  6.4—Четыре  возможности  поведения  функции F(x)  в окрестности  корня:

а — функция F(x) убывает и выпукла; б — функция F(x) убывает и вогнута; в — функция F(x) возрастает и вогнута; г — функция F(x) возрастает и выпукла.

Непосредственно в корне имеем
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поскольку 
[image: image889.wmf](
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. Далее рассуждаем так: раз непрерывная функция φ'(x) обращается в нуль в некоторой точке, то существует такая окрестность этой точки, в которой |φ’(x)|<1,   что и требовалось доказать.

Для оценки расстояния oт очередного приближения хn до кор​ня можно использовать как общее соотношение (6.11), так и сле​дующий прием. По формуле Лагранжа
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Отсюда получаем 
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Напомним, что о точке с известно лишь то, что она находится между хп и ξ поэтому реальная оценка погрешности возможна с помощью следующего неравенства:
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Эта оценка очень удобна, поскольку F(xn), так или иначе, вы​числяется по мере нахождения членов рекуррентной последова​тельности (6.18).

Можно показать, что если F(x) имеет на [а; b] непрерывную вторую производную F"(х), то погрешности на n-м и (n+1)-м шагах связаны неравенством
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Таким образом, вычислитель​ный алгоритм, заданный формулой (6.17), имеет квадратичную скорость сходимости.
[image: image1047.emf]].
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Рисунок 6.5— Геометрический смысл  метода касательных
Рассмотренный метод называет​ся методом касательных потому, что если обратиться к графической ил​люстрации (рисунок 6.5), то точка x1, определяемая по формуле (6.18) при n=0, есть точка пересечения каса​тельной, проведенной к графику функции у = F(x) в точке с абсцис​сой x0, с осью абсцисс.

Каждому следующему члену итерационной последовательности (6.18) соответствует точка пересечения касательной, проведенной к графику функции F(x) в точке с абсциссой, определяемой предыдущим членом последовательности, с осью абсцисс.
Метод хорд. Реализуя метод касательных, при каждой итера​ции необходимо вычислять значение не только функции F(х), но и ее производной F'(x), Однако есть вариант метода Ньютона, в котором можно ограничиться вычислением только значений F(х), что иногда упрощает вычислительный алгоритм. [5, c. 49]
     Если положить в (6.17)  
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 , а в качестве с взять тот конец промежутка [a;b], на котором 
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, то приходим к итерационному методу:
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называемому методом хорд (или методом секущих).
   В качестве x0 в этом случае следует принять тот конец проме​жутка [а ;b], который остался после выбора с (т. е. если с=а, то x0=b или наоборот). Далее последовательность строится по форму​ле (6.21). Оценка степени приближения к корню возможна с по​мощью неравенства (6.19) (оно было получено с помощью фор​мулы Лагранжа, не зависящей от рассматриваемых методов).

   Геометрический смысл метода (благодаря которому он и полу​чил название) проиллюстрирован на рисунке 6.6. В данном случае с=b, x0 = а, x1 соответствует точке пересечения хорды, соединяющей концы кривой, с осью абсцисс. Далее находится точка на кривой с абсциссой x1 проводится следующая хорда и т.д.
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Рисунок 6.6— Геометрический  смысл метода хорд
7 Итерационные методы линейных алгебраических уравнений

Итерационные методы используют для решения уравнений и систем уравнений любой природы. Рассмотрим, как это делается применительно к системам линейных алгебраических уравнений.[7, c 197]
7.1 Метод простой итерации для системы линейных алгебраических уравнений
   Представим систему х=Ах в развернутом виде:
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или в сокращенной записи 
[image: image898.wmf](
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. О си​стеме со структурой (7.1) говорят, что она «приведена к нор​мальному виду».
Правая часть системы (7.1) определяет отображение (обозна​чим его F):
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преобразующее точку 
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  n-мерного векторного пространства в точку у 
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 того же пространства. Используя отображение (7.2) и выбрав начальную точку 
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 можно построить итерационную последо​вательность точек n-мерного пространства (аналогично методу про​стой итерации для скалярного уравнения х =f(х)):
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Например, пусть дана система уравнений
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   Перепишем эту систему в виде (7.1) простейшим образом: 
Ах=b => (х + Ах)=х +b. Равносильность такого преобразования очевидна. Получим
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Примем за начальное приближение, например, точку (0; 0; 0) трехмерного пространства, подставим ее координаты в правую часть системы (2.4) и произведем вычисления. Получим координаты. новой точки (-1; -2; -3). Используя теперь эту точку как
начальную, можно получить следующую точку (1; -2; -2) и т.д.
Тем самым будет получена последовательность точек: (0; 0; 0)
(-1; -2; -3), (1; -2;-2),… .

      Если отображение F является сжимающим отображением, то эта последовательность сходится и ее предел является решением системы (7.4) и тем самым исходной системы.

      Рассмотрим условия, при которых отображение (7.2) будет сжимающим. Решение этого вопроса зависит от способа метри​зации пространства (т.е. определения расстояния между n-мер​ными векторами). В отличие от пространства действительных чисел в данном случае существует несколько способов метриза​ции.

  Пусть [image: image907.png]


(x1 ,х2 ,..., хn) и  [image: image909.png]


 (у1 ,у2,...,уn) — две точки n-мерно го пространства. Для применения метода итерации систему ли​нейных уравнений удобно «погрузить» в пространство с одной из трех следующих метрик:
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                       б)
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Сформулируем условия, при кото​рых отображение (7.2) в пространствах с метриками 
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 будет сжимающим. Эти условия выражаются через коэффициенты при неизвестных системы (7.1):

а)
в пространстве с метрикой 
[image: image916.wmf]1
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т. е. максимальная из сумм модулей коэффициентов при неизвес​тных в правой части системы (7,2), взятых по строкам, должна быть меньше единицы;

б)
в пространстве с метрикой 
[image: image918.wmf]2
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т.е. максимальная из сумм модулей коэффициентов при неизвес​тных в правой части системы (7.2), взятых по столбцам, должна быть меньше единицы;

в) в пространстве с метрикой 
[image: image920.wmf]3
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т.е. сумма квадратов всех коэффициентов при неизвестных в правой части системы (7.2) должна быть меньше единицы.

   Условия (7.8) —(7.10) легко вывести. Рассмотрим, например, получение условия (7.8).Напомним, что отображение F называется сжимающим, если существует такое число 
[image: image922.wmf]a

: 0 < 
[image: image923.wmf]a

 < 1, что для любых двух точек 
[image: image924.wmf]'
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  и 
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выполняется условие:
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 (т.е. расстояние между образами меньше, чем расстояние между исходными точками).
   Для точек 
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 в соответствии с (7.5) имеем:
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  По свойству абсолютной величины имеем:
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Это неравенство лишь усилится, если заменить каждый модуль 
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   Подставляя это в (7.12), получим
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   Сравнивая (7.13) с (7.11), получаем условие (7.8).
    Заметим, что каждое из условий (7.8) —(7.10) является доста​точным для того, чтобы отображение (7.1) было сжимающим. Условие (7.9) является также и необходимым для сжимаемости отображения (7.1) (в смысле метрики 
[image: image935.wmf]2

r

), но ни одно из усло​вий (7.8) — (7.10) не является необходимым для результативнос​ти метода итераций.
7.2 Метод Зейделя
Будем снова рассматривать исходную систему линейных урав​нений (7.1). При решении системы (7.1) методом простой итерации каждый шаг итерационного процесса состоит в переходе от уже имеющегося приближения значений неизвестных к новому (очередному) при​ближению. Обозначим элементы имеющегося приближения через x1, x2 ,..., xn , а элементы очередного (вычисляемого) приближе​ния через y1 ,у2 ,..., уn . Вычислительные формулы имеют вид:
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    Основная идея метода Зейделя состоит в том, что на каждом шаге итерационного процесса при вычислении значения yi учи​тываются уже полученные значения y1,y2,…,yi-1. Выпишем соот​ветствующие вычислительные формулы:
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[image: image940.wmf].
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    Справедливо следующее утверждение: если для матрицы коэф​фициентов системы (7.1) выполняется хотя бы одно из условий (7.8) —(7.10), то итерационный процесс метода Зейделя сходится к решению системы при любом выборе начального приближения x1(0),x2(0),…,xn(0).
    Таким образом, каждое из условий (7.8) —(7.10) является достаточным для сходимости итерационного процесса метода Зейделя. Преимущество этого метода состоит в том, что он обычно обес​печивает более быструю сходимость, чем метод простой итерации.
8 Приближенные методы решения систем нелинейных уравнений
               Решение систем нелинейных трансцендентных уравнений является в общем случае задачей несравненно более сложной, нежели решение систем линейных уравнений. Не существует ме​тодов, которые гарантировали бы успех решения любой такой задачи.[8, c. 190]
 
Как и для отдельных уравнений, наибольшую проблему пред​ставляет задача отделения решений (корней). Для системы урав​нений с n неизвестными необходимо, во-первых, понять, сколь​ко у нее решений, а во-вторых, выделить области n-мерного про​странства, в каждой из которых есть одно и только одно решение. Лишь после этого можно говорить о нахождении решений с за​данной точностью (оцениваемой в соответствии с используемой метрикой).

Для отделения корней общих методов, гарантирующих успех, не существует. Для системы с двумя неизвестными можно пытать​ся использовать геометрические построения. В реальных задачах, являющихся этапами моде​лирования, исследователь обычно догадывается, где примерно на​ходятся корни системы (или, по крайней мере, тот корень, кото​рый его интересует из содержательных условий модели).
 
Описанные ниже приемы, явно или неявно, исходят из того, что задача отделения корней решена и имеется достаточно малая область n-мерного пространства, в которой находится корень, подлежащий уточнению. Отметим, что уточнение корней ведется почти исключительно итерационными методами.
8.1 Метод простой итерации для нелинейных уравнений
    Запишем систему n нелинейных уравнений с п неизвестными в следующем виде:
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Метод простой итерации для решения системы аналогичен  методу простой итерации, рассмотренному выше для системы линейных уравнений. На первом шаге система (3.5) преобразуется к равносильной системе вида
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    Затем выбирается начальное приближение 
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— чрезвычайно ответственный шаг, поскольку для систем нелиней​ных уравнений, в отличие от линейных, почти всегда успех реше​ния зависит от того, насколько близко начальное приближение к корню системы. После этого строится итерационная последова​тельность
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    Если отображение, задаваемое системой (7.16), является сжи​мающим в некоторой окрестности корня, начальное приближе​ние лежит в той же окрестности и итерации (7.17) не выходят за ее пределы, то последовательность 
[image: image945.wmf](

)

{

}

k

x

 сходится к вектору 
[image: image946.wmf](

)

*

*

2

*

1

*

,...,

,

n

x

x

x

x

, являющемуся решением системы (7.15).
    Указанное выше требование сходимости итерационного про​цесса требует конкретизации, придания ему реально проверяемо​го вида. Допустим, что все функции 
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, входящие в (7.16), дифференцируемы. Обозначим 
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 где G — область n-мерного пространства, содержащая искомое решение. В таких обозначениях достаточные условия сжимае​мости отображения (7.16) можно сформулировать точно так же, как сформулированы условия (7.8) — (7.10) (соответственно для метрик (7.5) — (7.7)). Однако в конкретных случаях исследова​ние сходимости может оказаться значительно сложнее, чем для систем линейных уравнений. Основные трудности при этом — на​хождение области G и затем чисел 
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   Критерий достижения заданной точности итерационного про​цесса выражен условием, позволяющим устанавливать момент прекращения итерационного процесса при достижении заданной точности результата 
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   Здесь 
[image: image952.wmf]r

--метрика, по которой была установлена сходимость и получено соответствующее значение 
[image: image953.wmf]a

.

8.2 Метод Ньютона
Очевидный недостаток метода простой итерации — необходи​мость прибегать к искусственным приемам при приведении системы  к виду, пригодному для итераций.

При решении систем нелинейных уравнений часто используют метод Ньютона, являющийся обобщением метода. Существенную роль в этом методе играет специальная матрица — так называемая матрица Якоби (или якобиан):
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    Очевидно, что построить ее можно лишь при условии, что каж​дая из функций, входящая в систему (7.15), дифференцируема по каждой из переменных.

    Напомним, что метод касательных применительно к одному уравнению f(х)= 0 заключается в построении итерационной последовательности
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    Обобщением этой формулы на системы уравнений является следующая формула:
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    О сходимости метода Ньютона для систем уравнений можно, не вдаваясь в детали, сказать то же, что и о сходимости метода касательных для одного уравнения: если начальное приближение выбрано достаточно близко к решению системы, то итерацион​ная последовательность сходится к этому решению, и сходимость является квадратичной. 
Отметим, что метод Ньютона весьма трудоемок, поскольку на каждом шаге итерационного процесса необходимо найти матри​цу, обратную матрице Якоби. Чаще всего для этого используют описанный выше метод Гаусса. Тем не менее, для системы, состо​ящей из двух-трех уравнений, можно найти обратную матрицу аналитическим методом, известным из курса алгебры. В частно​сти, при решении системы двух уравнений
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для матрицы Якоби второго порядка обратная матрица имеет вид
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    Итерационные формулы (7.20) в этом случае примут вид, не​посредственно пригодный для вычислений:
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    Верхний индекс к в (7.24) означает, что соответствующая ве​личина вычисляется в точке 
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 Отметим эмпирическое правило: если задана абсолютная по​грешность приближенного решения системы ε, то процесс итера​ции в большинстве случаев можно остановить, когда для каждой из переменных xt выполнено неравенство 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
      Итерационные методы являются самым мощным классом методов уточнения корней уравнений. Их достоинство состоит в том, что основная идея является универсальной при прибли​женном решении уравнений многих классов. Итерационные методы используют также для решения уравнений и систем линейных алгебраических уравнений. 
Все используемые на практике методы решения систем линейных алгебраических уравнений можно разделить на две большие группы: точные методы и итерационные методы.

Под точным методом решения понимается метод, позволяющий теоретически получить точное значение всех неизвестных в результате конечного числа арифметических операций. 

Итерационные методы позволяют получить решение лишь в виде предела последовательности векторов, построение которого производится единообразным процессом, называется процессом итерации, или последовательных приближений.

Преимуществом итерационных методов является удобное применение в современной вычислительной технике, т.к. решения, полученные с помощью прямых методов обычно содержат погрешность. Итерационные методы же позволяют получить решение данной системы с заранее определенной погрешностью. Явным преимуществом является значительное  превосходство над точными методами по скорости и удобнее реализуются на практике.

      Отметим одно важное свойство итерационных методов реше​ния уравнений, называемое самоисправляемостью. Поскольку на​чальное приближение х0 выбирается произвольно, то отсюда сле​дует, что полученное в итерационном процессе n-е приближение при желании можно считать начальным. Это означает, что если в процессе вычисления приближений допускались ошибки, то они не влияют на окончательный результат (при условии, что запра​шиваемая точность результата существенно ниже реализуемого в процессе счета уровня точности представления числовых данных). Указанное свойство метода итераций делает его одним из самых надежных методов решения уравнений.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

Задание.

1. Доказать графическим и аналитическим методами существование единственного корня нелинейного уравнения
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на отрезке 
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2. Построить рабочие формулы метода простых итераций, метода Ньютона и модифицированного метода Ньютона, реализующие процесс поиска корня нелинейного уравнения (1) на указанном отрезке.

3. Составить программу (программы) на любом языке программирования, реализующие построенные итерационные процессы.

Решение.

1. Докажем графическим методом единственность корня нелинейного уравнения (1). Из графика функции 
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 на Рисунке 1 видно, что функция 
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 пересекает ось 
[image: image967.wmf]OX

 в одной точке, являющейся приближенным значением корня нелинейного уравнения (1). Но так как данная функция имеет сложный аналитический вид, то преобразуем уравнение (1) к виду 
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 и построим два графика 
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, имеющих более простой аналитический вид (Рисунок 2). Абсцисса точки пересечения графиков является приближенным значением корня. Заметим, что графический метод показывает количество корней исходного уравнения, но не доказывает единственность корня на отрезке.
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Рисунок 1
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Рисунок 2

Аналитический метод. Функция 
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 непрерывна на отрезке 
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), а производная функции 
[image: image976.wmf])

(

x

f

 не меняет знак на отрезке (
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). Следовательно, нелинейное уравнение (1) имеет на указанном отрезке единственный корень.

2. Метод простых итераций. Для построения рабочей формулы перепишем уравнение (1) в виде: 
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. Проверим, выполняется ли достаточное условие сходимости на отрезке:
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Если условие выполняется, то итерационный процесс строится по формуле 
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Заметим, что в точке 
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Построим функцию 
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 выбирается из условия (2). Если производная 
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 выбирается из интервала 
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 всюду положительна на отрезке, то, конкретизируя значение производной в любой точке отрезка (например 
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, запишем рабочую формулу метода простых итераций:
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Итерационный процесс (3) можно начать, задав произвольное начальное приближение 
[image: image997.wmf][
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. Процесс (3) заканчивается при одновременном выполнении двух условий: 
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. В этом случае значение 
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 является приближенным значением корня нелинейного уравнения (1) на отрезке 
[image: image1001.wmf][
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Метод Ньютона. В качестве начального приближения 
[image: image1002.wmf]0
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 здесь выбирается правый или левый конец отрезка, в зависимости от того, в котором выполняется достаточное условие сходимости метода Ньютона вида:
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Заметим, что в точке 
[image: image1004.wmf]1
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 условие (4) не выполняется, а в точке 
[image: image1005.wmf]0
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 - выполняется. Следовательно, в качестве начального приближения выбирается точка 
[image: image1006.wmf]0
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. Рабочая формула метода Ньютона

[image: image1007.wmf](
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для данной задачи запишется так:

[image: image1008.wmf],...
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Условия выхода итерационного процесса (5) аналогичны условиям метода простых итераций.

Модифицированный метод Ньютона. Начальное приближение 
[image: image1009.wmf]0
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 выбирается аналогично методу Ньютона, т.е. 
[image: image1010.wmf]0
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. Рабочая формула модифицированного метода Ньютона 
[image: image1011.wmf](
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 для данной задачи запишется так:

[image: image1012.wmf],...
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                              (6)
Условия выхода итерационного процесса (6) аналогичны условиям метода простых итераций.

Замечание: для того, чтобы сделать вывод о скорости сходимости методов, необходимо в каждом методе выбирать одинаковое начальное приближение.

3. Блок-схема метода простых итераций, метода Ньютона и модифицированного метода Ньютона приведена на рисунке 3.
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Рисунок 3—Блок схема
Ниже в качестве примера приведены программы на языках программирования Паскаль и С, реализующие итерационный процесс метода простых итераций.

ПРИМЕР ПРОГРАММЫ НА ЯЗЫКЕ ПАСКАЛЬ

Program Pr_iter;

Uses Crt;

var n:integer;

    x0,x,eps,d,y,z,c:real;

begin

 clrscr;

 n:=0;x0:=-1;c:=-0.1;x:=x0;eps:=0.001;d:=0.01;

 repeat

  y:=x+c*(exp(x)+x);z:=x;

  n:=n+1;

  writeln(n:3,x:9:5,y:9:5,abs(y-x):9:5,abs(exp(y)+y):9:5);

  x:=y;

 until (abs(z-x)<=eps) and (abs(exp(x)+x)<=d);

end.

ПРИМЕР ПРОГРАММЫ НА ЯЗЫКЕ С

#include <stdio.h>

#include <math.h>

main()

{

 int n=0;

 float x,y,z,x0=-1,c=-0.1,eps=0.001;d=0.01;

 x=x0;

 clrscr();

 do

 {

  y=x+c*(exp(x)+x);z=x;

  printf(“%d %.4f %.4f %.4f %.4f\n”,n++,x,y,fabs(y-x),

  fabs(exp(y)+y));

  x=y;

 }

 while(fabs(z-x)>e || fabs(exp(x)+x)>d;

 getch();

}

Решение: в результате решения нелинейного уравнения (1) на указанном отрезке тремя методами при начальном приближении 
[image: image1014.wmf]0
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 с точностью 
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 получены следующие результаты: методом простых итераций 
[image: image1017.wmf]56213
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; методом Ньютона 
[image: image1018.wmf]56714
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; модифицированным методом Ньютона 
[image: image1019.wmf]56700
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б
Решение системы линейных уравнений методом Якоби.

Пусть дана система уравнений:  

[image: image1020.png]10 + 203 — a3 =11
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Требуется найти решение системы с точностью   [image: image1021.png]



Приведем систему к виду удобному для итерации: 

[image: image1022.png]X ==0.1x; +0.1x5 +1.1
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Выберем начальное приближение, например,

[image: image1023.png]=1



- вектор правой части.

Тогда первая итерация получается так:   
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Аналогично получаются следующие приближения к решению.
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 ,        [image: image1027.png]1.10202
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Найдем норму матрицы [image: image1028.png]


.  Будем использовать норму [image: image1029.png]


.

Так как сумма модулей элементов в каждой строке равна 0.2, то [image: image1030.png]


 = 0.2 < 1/2, поэтому критерий окончания итераций в этой задаче  [image: image1031.png](D _ 5O

<z



.

Вычислим нормы разностей векторов:

[image: image1032.png]”x(” 4(7)” =0.002



,   [image: image1033.png](4 -G = 0.00002



.

Так как  [image: image1034.png](4 - xC)) <



,  заданная точность достигнута на четвертой итерации.

Ответ:  x 1 = 1.102,  x 2 = 0.991,  x 3 = 1.101

ПРИЛОЖЕНИЕ В
       Решение дифференциального уравнения.   

 Условие:
[image: image1035.wmf]2
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> X2:=x->int((sin(t-s)+cos(t-s)*1)*(exp(3*s)/(1-exp(6*Pi))-exp(2*s)/(1-exp(4*Pi))),s=0..Pi*2);
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> X2(t);
[image: image1039.wmf]1
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> X3:=x->int((sin(t-s)+cos(t-s)*(cos(t-s)/5)^2)*(exp(3*s)/(1-exp(6*Pi))-exp(2*s)/(1-exp(4*Pi))),s=0..Pi*2);
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> X3(t);
[image: image1041.wmf]-

 - 

 + 

 + 

1

1950

(

)

cos

t

3

1

390

(

)

cos

t

2

(

)

sin

t

168

1625

(

)

cos

t

476

4875

(

)

sin

t


> X4:=x->int((sin(t-s)+cos(t-s)*(-(cos(t-s))^3/1950-(cos(t-s)^2)*sin(t-s)/390+168*cos(t-s)/1625+476*sin(t-s)/4875)^2)*(exp(3*s)/(1-exp(6*Pi))-exp(2*s)/(1-exp(4*Pi))),s=0..Pi*2);
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> X4(t);
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> plot([X2(t),X3(t),X4(t)],t=0..2*Pi,color=[RED,NAVY,BLACK],linestyle=[SOLID,SOLID,SOLID],thickness=2,titlefont=[TIMES,BOLD,5],legend=["график Х2","график Х3","график Х4"]);
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